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Обозначения

Обозначим за K = {x ∈ Rm1×···×md : rank x ≤ r} множество тензоров
ограниченного ранга. Ранг понимается одним из следующих:

канонический ранг;
TT-ранг (тензорный поезд);-
ранг Таккера.
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Обозначения

Пусть y ∈ K есть тензор малого ранга и

z = y + n

есть зашумлённый тензор, где n(i1, . . . , id) ∼ N (0, 1) - белый шум.
Пусть PK (x) – оператор поиска приближения для x на множестве K
(возможно, не наилучшего), удовлетворяющий следующему условию
квази-оптимальности:

∥PK (z)− z∥F ≤ ∥y − z∥F ≡ ∥n∥F .
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Постановка задачи

Исследовать отношение ошибки аппроксимации к норме шума:

∥PK (z)− y∥F
∥n∥F

в зависимости от ранга исходного тензора y для различных форматов
тензорных разложений.
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Ошибка восстановления y

Имеет место следующая оценка:

∥PK (z)− z∥2F ≤ ∥y − z∥2F ,
∥(PK (z)− y) + (y − z)∥2F ≤ ∥y − z∥2F ,

∥PK (z)− y∥2F ≤ 2 (PK (z)− y , z − y)F ,

∥PK (z)− y∥F ≤ 2

(
PK (z)− y

∥PK (z)− y∥F
, z − y

)
F

.

Тензор PK (z⃗)−y⃗
∥PK (z⃗)−y⃗∥2 ∈ K − K имеет единичную норму, откуда

∥PK (z)− y∥F ≤ 2∥z − y∥K ,

где ∥x∥K := sup
v∈K−K ,∥v∥F=1

(x , v).
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Теоретическая оценка для однорангового тензора

При r = 1 все рассматриваемые тензорные форматы совпадают. В
случае n(i1, . . . , id) ∼ N (0, 1) величина E∥n∥K называется гауссовской
шириной множества K − K .

Утверждение
Для d-мерного тензора n ∈ Rm×···×m ранга r = 1 справедлива оценка:

E∥n∥K ⩽
√

md log d .

Отсюда с учётом E∥n∥F = m
d
2 и ∥PK (z)− y∥F ≤ 2∥n∥K имеем

Следствие

E∥PK (z)− y∥F ≪ E∥n∥F .

Б. И. Валиахметов Зашумленный тензор 19.08.2022 6 / 15



Зависимость ∥PK (z)− y∥F от размерности тензора
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Постановка задачи

В рамках данного проекта было рассмотрено множество K тензоров
ранга не выше r для случая r > 1.

Исследовалась асимптотическая зависимость величины
∥PK (z)− y∥F

∥n∥F
от ранга тензора y в различных форматах тензорных разложений.
Были реализованы алгоритмы приближения тензоров в малоранговых
форматах:

TT-SVD для тензорного поезда;
HOSVD для разложения Таккера;
ALS для канонического разложения.
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ТТ-формат

y(i1, . . . , id) =

r1,...,rd−1∑
α1,...,αd−1=1

G1(i1, α1)G2(α1, i2, α2) · · ·Gd(αd−1, id)

Рис.: Тензор в формате тензорного поезда (ТТ)
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ТТ-формат

В экспериментах фиксировалось общее количество элементов тензора
N = md = 220 и рассматривались различные размерности d ∈ {2, 4, 5}.
В случае тензоров в ТТ-формате наблюдается линейный рост ошибки
приближения в зависимости от ранга.

Рис.: Ошибка малорангового приближения в ТТ-формате
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Формат Таккера

y(i1, . . . , id) =

r1,...,rd∑
α1,...,αd=1

G (α1, . . . , αd)U1(i1, α1) · · ·Ud(id , αd)

Рис.: Тензор в формате Таккера
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Формат Таккера

В случае тензоров в формате Таккера наблюдается рост ошибки
приближения порядка r

d
2 .

Рис.: Ошибка малорангового приближения в формате Таккера
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Канонический формат

y(i1, . . . , id) =
r∑

α=1

u1(i1, α) · · · ud(id , α)

Рис.: Тензор в каноническом формате
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Канонический формат

В случае тензоров в каноническом формате наблюдается рост ошибки
приближения порядка

√
r .

Рис.: Ошибка малорангового приближения в каноническом формате
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Результаты

Для трёх исследованных форматов представления тензоров рост
ошибки приближения зашумлённого тензора с рангом
пропорционален корню из числа параметров в аппроксимации:

TT: ∥PK (z)− y∥F ∼ r при Nappr = (d − 1)mr2;

Таккер: ∥PK (z)− y∥F ∼ r
d
2 при Nappr = rd + dmr ;

Канонический: ∥PK (z)− y∥F ∼
√
r при Nappr = dmr .
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