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Тема: «Стационарная и нестационарная задачараспространения акустической волныв симметричной неоднородной среде»



Рассмотрим следующую задачу распространения акустической волны всреде с индексом рефракции

где 𝑈 𝑥, 𝑡 - неизвестное поле, 𝑛 𝑥 - индекс рефракции, 𝑐 – скорость звукав свободном пространстве, 𝑓0 𝑥,𝑡 - внешний источник
Применяя преобразование Фурье к правой и левой части получим:

Постановка задачи акустики

𝛥𝑈 𝑥, 𝑡 − 𝑛 𝑥
𝑐2

𝜕2𝑈 𝑥, 𝑡
𝜕𝑡2 = 𝑓0 𝑥,𝑡 ,

𝛥𝑈(𝑥,𝜔)− 𝑛 𝑥 𝜔2

𝑐2 𝑈(𝑥,𝜔) = 𝑓0 𝑥,𝜔

𝑙𝑖𝑚
𝑟→∞

𝑟 𝜕𝑈
𝜕𝑟

−𝑖 𝜔
𝑐

𝑈 = 0,   𝑟 = 𝑥 = 𝑥 = 𝑥2
1 + 𝑥2

2 + 𝑥2
3 .



Следующее интегральное представление относительно 𝑓 𝑥, 𝜔 ,  𝑥 ∈ ℝ3

удовлетворяет в ℝ3 уравнению Гельмгольца и условию излучения набесконечности:

Постановка задачи акустики

𝑉(𝑥,𝜔) = − 𝑓(𝑦,𝜔)𝐺(𝑅,𝜔)𝑑𝑦 → 𝛥𝑉 + 𝜔2

𝑐2 𝑉 = 𝑓

𝐺 𝑅,𝜔 = 𝑒𝑥𝑝 𝑖𝜔 𝑅 𝑐 4𝜋𝑅 ,   𝑅 = 𝑥−𝑦 ,   𝑥 = (𝑥1,𝑥2,𝑥3),   𝑦 = (𝑦1,𝑦2,𝑦3)

𝛥𝑈 + 𝜔 𝑐 )2𝑈 = 𝑓0− 𝜔 𝑐 )2 𝑛−1 𝑈.

𝑈 𝑥, 𝜔 − 𝜔2

𝑐2 𝑄
(𝑛 𝑦 −1)𝑈 𝑦, 𝜔 𝐺 𝑅, 𝜔 𝑑𝑦 = − 𝑓0 𝑦, 𝜔 𝐺 𝑅, 𝜔 𝑑𝑦,   𝑥, 𝑦 ∈ ℝ3



Дискретизация задачиДискретизация задачи



Дискретизация задачи
𝑈 𝑥,𝜔 − 𝜔2

𝑐2 𝑄
(𝑛 𝑦 −1)𝑈 𝑦,𝜔 𝐺 𝑅,𝜔 𝑑𝑦 = −

𝑄
𝑓0 𝑦,𝜔 𝐺 𝑅,𝜔 𝑑𝑦,   𝑥, 𝑦 ∈ ℝ3

𝑈 𝑝𝑖,𝜔 = 𝑈𝑖,   𝐺 𝑝𝑖−𝑞𝑗 ,𝜔 = 𝐺𝑖𝑗,       𝑓0 𝑝𝑖,𝜔 = 𝑓𝑖,   𝑛 𝑝𝑖 −1 = 𝑛𝑖

𝑈 𝑥 𝑝 ,𝜔 −𝑘2

𝑞∈𝑄
𝑛 𝑥 𝑞 −1 𝑈 𝑥 𝑞 , 𝜔

𝑞

𝑒𝑖𝑘 |𝑥 𝑝 −𝑦|

4𝜋 |𝑥 𝑝  − 𝑦|
𝑑𝑦 = −

𝑞
𝑓 𝑥 𝑞 , 𝜔

𝑞

𝑒𝑖𝑘|𝑥 𝑝 −𝑦|

4𝜋 |𝑥 𝑝 −𝑦|
 𝑑𝑦

𝑈𝑖−𝑘2

𝑗
⋅𝐵𝑖𝑗 𝑛𝑗𝑈𝑗 = 𝑈0

𝑖 , 𝐵𝑖𝑗 =
𝑞𝑗

𝑒𝑖𝑘|𝑥 𝑝 −𝑦|

4𝜋 |𝑥 𝑝 −𝑦|
 𝑑𝑦, 𝑖 = 1,…𝑁

Решаем следующее операторное уравнение



Метод решения операторного уравнения

𝑥,𝑦 =
𝑁−1

𝑖=0
𝑥𝑖 ⋅ 𝑦𝑗;       𝑥,𝑦 =

𝑁−1

𝑖=0
𝑥 𝑖 ⋅ 𝑦𝑗;       𝑥 = 𝑥, 𝑥 ;            ||𝑟𝑘 ||

||𝑓||
< 𝜀

𝐴𝑥 = 𝑏

𝑟0 = 𝑏−𝐴𝑥0, 𝑟 = 𝑟0, 𝜌0 = 𝛼0 = 𝜔0 = 1

𝑣0 = 𝑝0 = 0

𝜌𝑘 = 𝑟,𝑟𝑘−1 , 𝛽𝑘 = 𝜌𝑘

𝜌𝑘−1
𝛼𝑘−1

𝜔𝑘−1

𝑝𝑘 = 𝑟𝑘−1 + 𝛽𝑘 𝑝𝑘−1−𝜔𝑘−1𝑣𝑘−1

𝑣𝑘 = 𝐴𝑝𝑘, 𝛼𝑘 = 𝜌𝑘

𝑟,𝑣𝑘

𝑠𝑘 = 𝑟𝑘−1−𝛼𝑘𝑣𝑘, 𝑡𝑘 = 𝐴𝑠𝑘

𝜔𝑘 =
𝑡𝑘,𝑠𝑘

𝑡𝑘,𝑡𝑘

𝑥𝑘 = 𝑥𝑘−1 + 𝜔𝑘𝑠𝑘 + 𝛼𝑘𝑝𝑘

𝑟𝑘 = 𝑠𝑘−𝜔𝑘𝑡𝑘



Индекс рефракции среды
Индекс рефракции 𝑛(𝑦) вакустической задаче входит висходную интегральнуюпостановку под интеграл посимметричной областирешения и задается функциейкоординат
𝐴𝑥 = 𝑏, где  𝐴 = 𝐼 − 𝑛𝐺 , то

𝐴𝑥 =  𝑥 − 𝐺(𝑛 ⋅ 𝑥)

Пример задания n(y), y = (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) какфункции только от одной координаты,задающей плоские неоднородные слои





Особенности ядра интегрального уравнения

B = 𝑏𝑖𝑗 = ∫𝑞 𝑗 𝐺 𝑥 𝑖 − 𝑦 𝑑𝑦 = F(x - y)

𝑇 𝑛−𝑙 =

𝑡0 𝑡−1 𝑡−2 … 𝑡−𝑁+1
𝑡1 𝑡0 𝑡−1 … 𝑡−𝑁+2
𝑡2 𝑡1 𝑡0 … 𝑡−𝑁+3
⋮ ⋮ ⋮ … ⋮

𝑡𝑁−1 𝑡𝑁−2 𝑡𝑁−3 … 𝑡0



Умножение Тёплицевой матрицы на вектор

𝐶 𝑇 = 𝑡0, 𝑡−1, …, 𝑡−𝑁+1, 0, 𝑡𝑁−1, …, 𝑡2, 𝑡1

𝑓𝐶 = 𝑓0, 𝑓1, 𝑓2, …, 𝑓𝑁−1, 0, …, 0, 0

𝑇 𝑛−𝑙 =

𝑡0 𝑡−1 𝑡−2 … 𝑡−𝑁+1
𝑡1 𝑡0 𝑡−1 … 𝑡−𝑁+2
𝑡2 𝑡1 𝑡0 … 𝑡−𝑁+3
⋮ ⋮ ⋮ … ⋮

𝑡𝑁−1 𝑡𝑁−2 𝑡𝑁−3 … 𝑡0

𝑆 𝑛 = 𝑠0,𝑠1,…𝑠𝑁−1 ,  𝑛 = 0,…,𝑁−1
∼
𝑆 𝑘 = ∼𝑠0,∼𝑠1,…,∼𝑠𝑁−1 ,  𝑘 = 0,…,𝑁−1

∼
𝑆 𝑘 = 𝐹 𝑆 𝑛 = 1

𝑁

𝑁−1

𝑛=0
𝑆 𝑛 ⋅ 𝑒𝑥𝑝 −1𝑖 ⋅ 𝑇 ⋅ 𝑛 ⋅ 𝑘/𝑁

𝑆 𝑛 = 𝐹−1
∼
𝑆 𝑘 = 1

𝑁

𝑁−1

𝑘=0

∼
𝑆 𝑘 ⋅ 𝑒𝑥𝑝 1𝑖 ⋅ 𝑇 ⋅ 𝑛 ⋅ 𝑘/𝑁

𝑇 ⋅ 𝑓 ≈ 𝐹−1 𝐹 𝐶 𝑇 ∘𝐹 𝑓𝐶











Постановка нестационарной задачи акустики

𝐹−1 −𝜔2𝑓 𝜔 = 𝑑2𝑓 𝑡
𝑑𝑡2 ,    𝐹−1[𝑓(𝜔)𝑔(𝜔)] =

∞

−∞
𝑓(𝜏)𝑔(𝑡−𝜏)𝑑𝜏,   𝐹−1[𝑒𝑖𝜔𝛥] = 𝛿(𝑡−𝛥)

𝐹−1 𝐺(𝑅, 𝜔) = 4𝜋𝑅)−1𝛿 𝑡− 𝑅 𝑐 .

𝐹−1 𝐺 𝑅,𝜔 𝜔2𝑓 𝑦,𝜔 = −(4𝜋𝑅)−1
+∞

−∞
𝛿 𝜏−𝑅/𝑐 𝜕2𝑓 𝑦,𝑡−𝜏

𝜕𝑡2 𝑑𝜏 = −(4𝜋𝑅)−1 𝜕2𝑓(𝑦,𝜏)
𝜕𝜏2 ,   𝜏 = 𝑡−𝑅/𝑐.

𝑈(𝑥,𝑡) = 𝑈0(𝑥,𝑡)− 1
4𝜋𝑐2

​
𝑄

1
𝑅

(𝑛(𝑦)−1) 𝜕2𝑈(𝑦,𝜏)
𝜕𝜏2 𝑑𝑦,

𝑅 = |𝑥−𝑦|;    𝜏 = 𝑡−𝑅/𝑐;    𝑈(𝑥,𝑡) = 0  при  𝑡 < 0.

𝑈 𝑥,𝜔 − 𝜔2

𝑐2 𝑄
(𝑛 𝑦 −1)𝑈 𝑦,𝜔 𝐺 𝑅,𝜔 𝑑𝑦 = −

𝑄
𝑓0 𝑦,𝜔 𝐺 𝑅,𝜔 𝑑𝑦,   𝑥, 𝑦∈ℝ3



Дискретизация нестационарной постановки

𝑈 𝑝,𝑡 = 𝑈0 𝑝,𝑡 + 𝐵 0 𝜕2𝑃 𝑝,𝑡
𝜕𝑡2 + 1

𝑐2

​

𝑞 ∈ 𝑄, 𝑞 ≠ 𝑝
𝐵(𝑝−𝑞) 𝜕2𝑃(𝑞,𝜏)

𝜕𝜏2 , 𝑝∈𝑄, 𝑛 = 1,2,3,…,

𝑃 𝑞,𝜏 = 𝑛 𝑞 −1 𝑈 𝑞,𝜏 ,   𝑡 = 𝑡 𝑛 ,        𝜏 = 𝜏 𝑛,𝑝,𝑞 ,       𝐵 𝑝−𝑞 = −
​
𝛱(𝑞)

1
4𝜋|𝑥(𝑝)−𝑦|

𝑑𝑦.

𝜏(𝑛, 𝑝, 𝑞) = 𝑛𝛿− 𝑥 𝑝 −𝑥 𝑞 𝑐 .

Введём сетку по времени 𝑡(0),𝑡(1),𝑡(2),... с постоянным шагом 𝛿, где 𝑡(0) = 0 – начало процесса.Будем обозначать через 𝑉(𝑝,𝑡(𝑛)) значение функции в 𝑝-й пространственной узловой точке ив узловой точке по времени 𝑡(𝑛) = 𝑛𝛿,𝑛 = 0,1,2,...,
𝑉(𝑞,𝜏(𝑛,𝑝,𝑞)) – значение функции в 𝑞-й пространственной узловой точке и во временнойточке



Разностные схемы дифференцирования
𝑑2𝑃 𝜏

𝑑𝜏2 ≈ 1
𝛿2

1

𝑗=−1
𝛽𝑗𝑃 𝑚 𝜏 + 𝑗 ,   𝑚 𝜏 𝛿 = 𝜏 𝛿 , если 𝜏 𝛿 ≤ 𝜏 𝛿 + 1 2 ,

𝜏 𝛿 + 1, если 𝜏 𝛿 > 𝜏 𝛿 + 1 2 ,
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