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Рассматриваемые ряды

I

f (t) =
∞∑

n=1
(−1)ne−tn2

I

g(t) =
∞∑

n=1
(−1)n+1n2e−tn2

I g(t) = f ′(t).
I Функция g(t), t > 0 возникает как плотность вероятности

времени выхода для случайных блужданий на сфере.1

I Проблема вычисления ряда g(t): знакопеременность, малая
сумма больших слагаемых.

1K. Sabelfeld. “Random walk on spheres algorithm for solving transient
drift-diffusion-reaction problems”. In Monte Carlo Meth. and App., 23.3 (2017).
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Тета-функция Якоби

Предлагаемый метод вычисления основан на применении теории
тета-функций:2

I θ(z , τ) =
∑

n∈Z e iπn2τ+2iπnz ,
z , τ ∈ C, Im τ > 0.

I f (t) = θ(1/2,it/π)−1
2 .

I Функциональное уравнение
тета-функции:

θ(z , τ)
√
−iτeπiz2/τ = θ(z/τ,−1/τ).

2D. Mumford. “Tata lectures on theta”. Birkhäuser Boston, MA. 2007.
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Преобразование рядов

Используя функциональное уравнение, нетрудно получить:

I f (t) =
(
−1 +

√
π
t e−π2/4t ∑

n∈Z e−π2(n2−n)/t
)/

2.

I

g(t) = e−π
2/4t

(
−1

4

√
π

t3 +
√
π

t
π2

8t2

)∑
n∈Z

e−π
2(n2−n)/t+

e−π
2/4t
√
π

t
π2

2t2

∑
n∈Z

(n2 − n)e−π
2(n2−n)/t .

I В новых представлениях отсутствует знакопеременность.
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Асимптотики рядов

I f (t) + 1/2 ∼ Ae−π2/4tt−1/2.
I g(t) ∼ Be−π2/4tt−5/2.

Рис.: Слева график − log g(t), справа график
g(t)

e−π2/4tt−5/2 . В качестве оси x
взято 1/t.
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Сравнение прямого суммирования со стабильным

Рис.: Момент потери стабильности суммирования исходного ряда (t ∼ 0.06).
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Cпасибо за внимание!
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